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[摘要] 通过分析高等数学教材上极限教学策略的不足和
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-语言的复杂性，针对理工学生的教学要求，提出了一个新的极限教学的方案，这一新方案能有效提高教学效率，促使学生理解极限的
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-语言。
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一、引言

微积分主要研究两类分析运算—微分和积分运算。这两类运算分析运算是以极限概念作为基础的，所以极限概念是微积分的一个重要的、基础性的概念。可以说微积分中几乎每一个概念都和它有关！然而，极限概念又是微积分教学中一个很难处理的概念。每一个初学者对
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-语言都视为畏途。许多数学家都回忆说当他真正懂得极限的
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-语言时，他便成为一个数学家了。事实上，极限概念的
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-语言是微积分的精华，是历史选择的结果，它具有统一性、简洁性等数学美的特征，具有丰富的辩证思想[1]。极限概念教学的难点体现在两个地方，一是
[image: image6.wmf]e

-语言具有辩证的抽象思维，带有逻辑推理模式，是一个非常规的高等级抽象过程。对于刚从高中毕业，习惯于无辩证的简单思维的大学生来说，接受这样的高等级抽象思维模式无疑是困难的。二是学生没有正确的无穷观，在极限的概念中混淆了潜无限与实无限。总之，学生不明白在许多在有限的情况下，难以做到的事情，在无限的过程中则可以由此达彼[2]。对大学生来说，不明白为什么要用这套
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-语言来刻画极限。
二、极限的教学策略
高等学校的文科生，不需要掌握严格的极限理论，只需要会求导、求积分运算。理科学生对极限的要求是需要能够用
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-语言求一些简单数列和函数的极限，能够应用
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-语言作一些简单的证明，例如证明正项级数收敛的比值法和根植法时，就需要用到
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语言。但相对于数学专业的学生来说，理科学生也不需要对数列和函数极限有深入的认识，仅要求会作一些简单的运用即可。极限教学策略已在多篇文章中讨论，见[1—4]。理工科的《高等数学》教材常采用如下的方式讲授极限，一般是先让学生学好严格的极限理论，打好数学基础，例如同济版的《高等数学》[5]。极限的教学策略一般如下：引入数列
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观察到自然数n越来越大时，
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越来越接近1。教材上言，可以用绝对值刻画两者之间距离的大小，根据绝对值的大小，可以找出满足条件的自然数n。由此引出数列极限的定义。后面函数的极限定义类似可得。
上面的教学策略存在着不足，一是实例的几何意义不明显；二是
[image: image13.wmf]e

语言的必要性没有说清楚。
三、极限的教学策略
针对上述理科《高等数学》极限教学存在的问题，本文设计了一套适合理工科学生学习极限的教学策略。

第一、理解
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的含义，它是一个辩证的，矛盾的过程。
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本身没有什么意思，仅仅是一个记号，它指的是变量的绝对值越来越大。符号
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是指自然数n越来越大，那么这个过程能否让n取到无穷呢？理解符号
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涉及到对无限持有什么样的观点。具体的，无限观点可分为潜无限和实无限。若把1、2、3等自然数分别写在一个纸片上相继放进一个袋子里，持潜无限观的人认为这一个过程是无穷无限的，不可能完成的；持实无限观点的人认为，所有的纸片是可以全部放进袋子里的，从而过程是可以结束的。潜无限观，是动态的，不断突破、不断延伸的过程，实无限的观点是静止的，有限的[3]。在集合论没有出现以前，人们仅承认潜无穷观。但康托尔的集合论诞生后，人们更愿意相信实无穷观。极限
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的含义既包含潜无穷也包括实无穷。在自然数n不断增大的过程中，应用潜无穷的观点，取到极限则是过程已经结束，用实无穷的观点。
第二、设计丰富的实例，让学生观察、归纳、抽象极限概念，相信极限存在。古希腊人用穷竭法求曲边梯形的面积就包含着原始的极限思想。物理上也有很多例子可以说明极限是存在的，第一个例子是爱因斯坦在光速是一切速度的极限的基础上建立了狭义相对论；第二个例子是宇宙中恒星的质量不可能无限大。几何上可以列下面的两个例子。

例1、考察数列
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（1）式是将一个长度为2的线段利用二分法划分为
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段，去掉一个长度为
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的线段后剩下的长度。容易看到，当n越来越大时，sn与2越来越接近。当
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时，可以认为sn是线段的长度。

例2、如图1，过
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的直线记为
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，其中P的坐标为
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，Q为在圆
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上且横坐标为1/n的点。直线y=1为圆
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在点P的切线。容易看到，当n越来越大时，
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与直线y=1的夹角
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会越来越小，从而当
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时，ln就是直线y=1。
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第三、引导学生作出总结，给出极限的描述性定义。例1和例2是用动态的观点来看极限的，共同点是随着n增大时，变量逐渐趋向于一个常量。如何来刻画动态的无限过程是摆在数学家面前的一个首要任务了。柯西成功的解决了这一问题，柯西在《分析教程》[6]中，给出了这样的极限定义：如果一个变量逐次所取得的值无限趋向于一个定值，最终使这个变量的值与该定值之差要多小就有多小，那么就称该定值为所有其他值的极限。美中不足的是，柯西的定义仅仅是一个描述性的定义，不能成为严格的数学分析的基础。
第四、化动态过程为静态过程，给出
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-语言。典型的分析思想是由结果推测条件。按照分析思想来分析极限的描述性定义。极限的描述性定义的结果是变量的值与该定值之差要多小就有多小，需要的条件是变量无限趋向于一个定值。对此作如下的分析。首先是变量
[image: image33.wmf]n

x

与该定值
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之差，可以用两个值差的绝对值来表示；其次，要多小就多小，应理解为差是变化的且变化的趋势是无限小，故可以给差设定一个上限，这里用
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来表示，即
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；再其次，对于结果
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，寻找满足结果条件的
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，因为数列可以看做自然数n的函数，故只要给出n的范围即可。实际给出的定义的时候，需要再将条件写在结果的前面。这就获得了外尔斯托拉斯的极限定义如下[5]：若对任意给定的正数
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，总存在正整数
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，使得对满足
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的所有
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，不等式
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均成立，则称
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为数列
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的极限或称数列
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收敛于
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，记为
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。该极限简写为：
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若理解了外尔斯托拉斯的极限定义后，可以得出证明极限
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的关键点在于根据给出的
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，证明
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的存在性。

外尔斯托拉斯的极限定义没有了运动和几何的痕迹，完全依靠数学的逻辑力量，这一定义成为了数学分析的基础。这正应了《道德经》上的一句话：“归根曰静”。
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